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Testes de Hipoteses para s, - 1,
(Variancias Conhecidas)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)



Teste para a Diferenga de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

O teste para 2 amostras independentes também é conhecido como
teste t nao-emparelhado

» Permite a comparacao de dois valores médios usando amostras
representativas de duas populacdes independentes.

Os individuos sdo escolhidos aleatoriamente da populacao.
As duas amostras sao independentes.

Deve-se saber se as variancias sao aproximadamente iguais
(homocedasticidade) ou nao (heterocedasticidade).

Suposicao deste teste é: A varidvel de interesse deve ter distribuicdo

Normal em cada uma das populagdes (das quais as amostras foram
recolhidas).
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Variancia corrigida
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IC para p,-p,: Formulario

¢ GRANDES AMOSTRAS
Caso geral
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Estatisticas de Teste t para a Diferenca de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

Variancias iguais e desconhecidas:

B (n1 1)s1 4'/(”2—1)32|
X, = X,) = (M, -

(n,+n,-2)

2,1 1 -

Sy (—+ —) s deswo padrao conjunto
n, Ny

Variancias diferentes e desconhecidas:
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Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatérios de criangas seguiram esquemas de alimentagdo
diferentes: o grupo 1 seguiu 0 esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se os ganhos em peso, em kg, dessas criancgas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7
Grupo 2 4,1 45 3,6 2,7 3,6 3,2 4,1

Sabe-se que as criancas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribuicbes dos pesos seguem a distribuicdo Normal com varidncias 0,36 e 0,32,
respectivamente.
a) Ao nivel de significancia de 1%, podera afirmar que o ganho médio em peso das criancas alimentadas
segundo o esquema A é:
i. lgual ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
ii. Superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
iii. Inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
b) A partir de que nivel de significancia rejeita cada uma das hipdteses anteriores?

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

Sejam:
» X, av.a. que representa o ganho em peso, em kg, das crianc¢as alimentadas segundo o esquema A,
» X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,
comX; ~ N(uy =?; 0, =0,36) e X5 ~ N(uz = ?; 0, =0,32).

n, =9, x; = 3,3367;
n, = 7, Ez = 3,6857.

a = 1%.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Conhecidas)

) = u?

e 2 . Ho:py = pp vs Hy: g #
Hipoteses: © Hy: iy — Uy = 0vs Hy: g — 4 # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

_ (El _Yz) = (u1 — H2)o0

7= ~ N(0; 1).
Estatistica de Teste: of o3
n, N
(33667 — 3,6857) — 0
Zops = = —1,0896.
036, 0,32
5 t77

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela Zl—E = 20’995 = 2,576.
Logo, R.A.:]-2,576; 2,576[ e R.R.:]—o0; —2,576] U [2,576; +oo|.
Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia

estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja
diferente do das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) p1 > up?

Hipoteses: REHSEICALRUNCESE:
& Hy: iy — p < 0 vs.Hy: iy — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

. Xy —X5) — (g — i)
Estatistica de Teste: P i)l Y ~N(0; 1).

of L 9%
n Ny

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —1,0896.
Pela tabela z;_4 = zg g9 = 2,326.L0go, R. A.: |—o0; 2,326[ e R.R.:[2,326; +ol.

Como z,ps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja superior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) pg < pp?

HipéteseS: HU: ﬂl 2 .qu vs Hl: ﬂl < ‘uz

© Hy: py — pp 2 0vs Hy: g — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

X, -%,) - (ug —
Estatistica de teste: Z = (_1 2) U4 ~ #2)o ~N(0;1). I

isti ot , of
Estatistica de Teste: R
1 2

Decisao (pela regiao de rejeicao):
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —1,0896.

Pelatabela z;_, = zy 99 = 2,326.L0go, R.A.:]—2,326;+[ e R.R.:]—o0; —2,326].

Como z,,s € R. A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja inferior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (b) (i) e (ii): Teste de Hipdteses para
I, - P, (Variancias Conhecidas)

b) valor p = P(Rejeitar Hy|H, é verdadeira) = P(Z,ps € R.R. | = pg).
i) valorp =2XP(Z = |zyps|) =2 %X P(Z >1,0896) = 2 X (1 - d>(1,0896))

Decisao (pela valor-p): =2x(1-0,8621) = 0,2758.

A hipdtese Hy: u; = U, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 27,58%, logo ndao
é rejeitada para qualquer nivel de significancia usual em investiga¢ao: ndo existe evidéncia estatistica
de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja diferente do das
criangas alimentadas segundo o esquema B.

ii) valorp = P(Z > z,,5) = P(Z > —1,0896) = 1 — ®(—1,0896)

Decisdo (pela valor-p): =1-(1-®(1,0896)) = ®(1,0896) = 0,8621.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; u; e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — x, = 3,3367 — 3,6857 > (0 da uma proposicao falsa. Logo,

0,2758
2

valor pyni =1 — = 0,8621.

A hipétese Hy: u, < u, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 86,21%. Assim,
ndo existe evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o
esquema A seja superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (b) (iii): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Conhecidas)

Decisao (pela valor-p):

i) valor p = P(Z < z,ps) = P(Z < —1,0896) = (—1,0896) = 1 — ¢(1,0896)
=1-0,8621 =0,1379.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; y; e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — x, = 3,3367 — 3,6857 > 0 da uma proposi¢do verdadeira. Logo,

0,2758

valor p,i = =0,1379.

Ahipdtese Hy: 1y = u, érejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 13,79%: ndo existe
evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criancas alimentadas segundo o esquema A
seja inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

31. Uma reparticdo de Financas tem dois funciondrios a receber declaracoes de IRS.
Admita que o tempo que cada funciondrio leva a atender uma pessoa tem dis-
tribuicdo normal, com desvios padrdes iguais a 2 minutos. O Sr. Antunes, ao chegar
para entregar a sua declaracdo, nota que a fila junto ao balcdo A tem 20 pessoas,
enquanto a fila junto ao balcdo B tem 15 pessoas, e opta, naturalmente, por esta. Ao
comecar a ser atendido (um hora e quinze minutos depois) repara que a vigésima
pessoa da fila ao lado tinha justamente acabado de ser atendida. Pode afirmar-se que
o tempo médio gasto pelos dois funciondrios a atender uma pessoa ¢ idéntico?
(Considere as dimensdes 0.05 e 0.1).




Exercicio 31
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Exercicio 31
eEptatirtica - Ik :

- Xa = X ~ N(o,1)




Exercicio 31
Polss "'21’(27}%4,,}) = 2’!’(8? 1.93 ):

= 2 ( 1- 3@(1.93)) = a(17- 00664 ) =

= 0.06% 2

G omclupis




Testes de Hipoteses para g, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

20



Um determinado método de andlise permite determinar o conteido de enxofre no petréleo bruto. Os
ensaios efectuados em 10 e 8 amostras aleatorias de 1 kg de petréleo bruto, provenientes de furos
pertencentes respectivamente aos campos A e B, revelaram os seguintes resultados (em gramas):

Campo A: 111 114 105 112 107 109 112 110 110 106
Campo B: 109 103 101 105 106 108 110 104

a) Ao nivel de significancia de 10%, poderd afirmar que, em média, quantidade de enxofre por
quilograma de petréleo do campo A é:
i. lgual a docampo B?
ii. Superior a do campo B?
iii. Inferior a do campo B?
b) Calcule o valor p associado a cada um dos testes anteriores.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Sejam:
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A,
= X, av.a. que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo B.
Nada é referido sobre a distribuicdo de X; e X,.

n, = 10, x; =109,6 e s, =2875,
n, =8, x, = 10575 e s, = 3,105.

a) a =10%.

Ho:ply = pp vS Hyt ply # Uy
© Hy: g — pp = 0 vs Hy: iy — pp # 0 (teste bilateral).

Para saber decidir qual a estatistica de teste a utilizar, é preciso validar os pressupostos subjacentes:
* Normalidade:

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

* lgualdade das variancias:

O 1. C.a90% para :—; é dado por:

St 1 ¥
— g ol
522 Fn a 5'22 n,-1n;-1;1->

—1;n2—1;1—E

Ver Tabela no Slide a seguir

Substituindo os valores, sendo Fy. 7,095 = 3,68 € F7. 9.9 95*= 3,29, obtém-se:

2875 1 2875’
31052 " 3,68 3,1057

X 3,29[ =10,2332;2,8230].

Como 1 pertence ao intervalo obtido, ao nivel de significancia de 10% ndo ha evidéncias de que
o seja diferente de o2. Portanto, pode-se considerar que g = oZ2.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Calculo do Quantil da Distribui¢ao F-Snedecor de Probabilidade
1-a/2ecomnlen2gl’s

F,,, P(X>F,

JLE

)=¢

o

F5.7.005 = 3,68 € F;.9.095 = 3,29

' m- gral de liberdade do numerador
6 7 8 9 10 12

3 1 2 3 4 5 15 20 24 30 40 /ﬁ 120 ©

100 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 5891 59.44 59.86 60.19 60.71 61.22 61.74 62.00 62.26 62.79 63.06 63.33

050 16145 19950 21571 22458 230.16 23399 23677 23888 24054 24188 24390 24595 24802 24905 250.10 25220 25325 25432

025 | 647.79 79948  B64.15  899.60 921.83  937.11 94820 956.64 96328 96863 97672 98487 993.08 997.27 1001.40 1009.79 1014.04 1018.26

010 [ 405218 499934 540353 562426 576396 585895 592833 598095 602240 605593 610668 615697 6208.66 623427 626035 631297 633951 636559

100 8.53 9.00 9.16 9.24 929 933 935 937 938 9.39 9.41 942 9.44 9.45 9.47 9.47 9.48 9.49

050 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 1933 1935 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 E 19.47 19.48 19.49 19.50

025 3851 39.00 39.17 3925 3930 3933 39.36 39.37 39.39 3940 3941 3943 39.45 39.46 3947 3948 39.49 39.50

010 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99. 99.47 99.48 99.48 99.49 99.50

100 5.54 5.46 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 518 517 516 515 514 513

050 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 B.74 870 8.64 8.62 8.59 857 8.55 8.53

025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 1473 14.62 14.54 14.47 1442 1434 1425 14.12 14.08 14.04 13.99 1395 13.90

= 010 34.12 30.82 2946 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.34 2723 27.05 26.87 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13

§ 100 4.54 432 4.19 4.11 4.05 4.01 398 395 394 392 390 387 384 383 382 3.80 379 378 376

E 050 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 596 591 5 580 577 575 572 5.69 5.66 5.63

s 025 1222 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 898 890 8.84 875 66 8.56 8.51 8.46 841 8.36 8.31 8.26

_§ 010 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 1521 1498 14.80 14.66 1455 1437 1420 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46

5 100 4.06 3.78 3.62 3.52 345 3.40 337 334 332 330 324 32 3.19 317 316 314 312 3.11

2 050 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 X 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.37

'§ 025 10.01 8.43 1.76 7.39 715 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02

2 010 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10 9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02

= 100 3.78 3.46 329 318 311 3.05 3.01 298 296 /5,94 290 287 284 282 280 278 276 274 272

] 050 599 5.14 4.76 4.53 439 4.28 421 4.15 4.10 4.06 4.00 394 387 3.84 381 37 374 370 367

?a 025 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 582 570 5.60 552 546 537 527 517 512 5.07 5.01 4.96 4.90 4.85

| 010 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 826 8.10 798 7.87 772 756 7.40 7.31 723 7.14 7.06 6.97 6.88
=

100 3.59 3.26 3.07 296 288 283 278 275 2.70 267 263 259 258 2.56 254 251 249 247

050 5.59 4.74 4.35 4.12 397 387 379 373 3.64 357 351 344 341 338 334 330 327 323

025 8.07 6.54 5.89 5.52 529 512 499 490 476 467 457 447 441 436 431 425 420 4.14

010 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 631 6.16 6.07 599 591 582 574 5.65

100 346 311 292 2381 273 2.67 262 259 2.56 254 250 246 242 2.40 238 2.36 234 232 229

050 532 4.46 4.07 384 3.69 3.58 3.50 344 339 335 328 322 315 312 3.08 3.04 3.01 297 293

025 7.57 6.06 542 5.05 482 4.65 453 443 436 430 420 4.10 4.00 395 389 384 378 373 3.67

11.26 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 552 503 495 4.86

. 336 281 2.69 261 2.55 247 234 . 221 218 2.16

050 512 4.26 3.86 363 348 337 323 318 314 3.07 3.01 294 2.90 2.86 283 279 275 271

7.21 571 5.08 4.72 448 432 4.10 4.03 396 387 377 367 3.61 3.56 3.51 345 339 333

10.56 6.99 6.42 6.06 5.80 547 496 4.48 4.40 431




Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Desconhecidas e Iguais)

Deste modo, a estatistica de teste a usar é:

@1 _Yz) — (U1 — p2)o

’ e T = ~ tn1+n2'2=10+8_2=16.
Estatistica de Teste: J(nl —DSF+ (= DS} [T, 1
ny n,

ng+n, —2

(109,6 — 105,75) — 0

t =
obs J(m —1)2,875 + (8— 1)3,105 J 1.1
T0+8-2 0+8

= 2,7255.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela tn1+n2—2- 1— a = t16;0.95 = 1,746
! z
Logo, R. A.:]—1,746; 1,746[ e R.R.:]—o0; —1,746] U [1,746; +ool.

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A é diferente da do
campo B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

WY XAl Hipoteses:

Ho:py < pp vs Hytpg > iy
© Hy: pq — pp < 0ws Hy: pqg — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

X, —X;) — (1 — 1)
\] (_1 2) 1 270 ~ tn1+n2—2=10+3—2=16'

(ny — 1)S + (np — 1)S7 1 + 1
nl + nz - 2 nl nz

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,5s = 2,7255.

T =

Estatistica de Teste:

Pela tabela tﬂ1+ﬂz—2; 1—a — t16;0,90 = 1,337.
Logo, R.A.:]—oo; 1,337[e R.R.:[1,337; 4 o0|.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,,s € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A é superior a do
campo B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

i) 1y < pp? Hipoteses:

Ho:py = pp vs Hy: ply <
& Hy:pq — pp = 0 vs Hy: g — py < 0 (teste unilateral esquerdo).

Estatistica de teste:

(Yl _Yz) = (11 — H2)o

T = J ~ tn1+n2—2=10+8—2=16'

Estatistica de Teste:

(ny, — 1)512 + (n, — 1)522 l+ l
nq + Ny — 2 n, Ny

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,s = 2,7255.

Pelatabelaty yn,-2;1-a = t16;0,90 = 1,337. e "™ S
Logo, R.A.:]—1,337; +o[ e R.R.:]—c0; —1,337]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,,s € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A seja
inferior a do campo B.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

b) valor p = P(Rejeitar Ho|H, € verdadeira) = P(Zyps € R. R. |1t = o). Decisao (pe[a valor-p):

i) valorp =2 x P(T 2 |toys|) = 2 x P(T = 2,7255) = 2 x (1 — P(T < 2,7255))
=2 x (1-0,9925) = 0,015.

A hipétese Hy: uy = 5 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 1,5%. Logo, para
um nivel de significancia de 5% existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A é diferente
do campo B, mas para 1% essa afirmacdo ja ndo pode ser sustentada. Repare-se que o valor p
calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS anteriormente apresentado.

valorp = P(T = typs) = P(T = 2,7255) =1 — P(T < 2,7255) = 1 —0,9925 = 0,0075.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, y; e p, porX; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposigdo verdadeira. Logo,

0,015
valor-pyni = — = 0,0075.

—

A hipétese Hy: uy < u, € rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 0,75%. Assim,
para qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que o teor médio de
enxofre no campo A é superior ao do campo B.

iii) valor p = P(T < typs) = P(T < 2,7255) = 0,9925.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, i, e p, porX; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposicdo falsa. Logo,
0,015

valor pypi =1 — — = 0,9925.

A hipdtese Hy: 1, = p, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 99,25. Assim,
existe ndo existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A seja inferior ao do campo B.
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34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Exercicio 34




Exercicio 34 h)

Hoo o= hs vs Hito ly # s
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Exercicio 34 h)
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Testes de Hipoteses para 1, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

33



Para um estudo sobre a caracterizagao da altura da populagdo portuguesa, foi recolhida uma amostra de
1861 pessoas, com as seguintes caracteristicas: (conjunto de dados semelhante ao disponibilizado no
Capitulo 12, mas com uma amostra de maior dimensao):

Group Statistics

Sexo N Mean Std. Deviation
Altura Masculino 853 168,46 7.617
Feminino 1007 158,48 6,652

Supondo a Normalidade das distribuigdes e assumindo que as variancias populacionais sdo desconhecidas e
diferentes, verifique se se pode considerar que as alturas médias dos homens e das mulheres sdo iguais, com
95% de confianga.
a) Suspeita que em média a altura dos homens nao é igual a das mulheres. Teste esta hipotese ao nivel
de significancia de 5%.
b) Calcule o valor p associado ao teste da alinea anterior.
c) Teste a hipétese de a média da altura dos homens ser superior a das mulheres, ao nivel de
significancia de 0,5%?
d) Determine o valor p associado ao teste anterior.
e) Ao nivel de significancia de 2,5%, pode-se afirmar que em média a altura dos homens é superior a
das mulheres?
f) A partir de que nivel de significancia é rejeitada a hipotese do teste anterior?

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Sejam:
* X; av.a. que representa a altura dos homens,
* X, av.a. que representa a altura das mulheres,
comX; ~N(u, =?; 0, =?) e X, ~ N(ip = ?; 5, =7), mas ai # o%.

n, = 853, x; = 16846 e s, =7,617,
n, = 1007, x, = 158,48 e s, =6,652.

. o a) a=5%,uy # u1,?
L]
Hipoteses: Hot pa = pz vSHa: iy # iy
< Hy:py — 1z = 0vs Hy: gy — pp # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

2
63

’ . ()_(1 - E2) = (= Hz2)o - [ n Ny
E iIstica de Teste: r= ~ ty, onde v = e |
S . o) e®

(168,46 — 158,48) — 0

Lops = = 29,816.
7617 6,652
853+ 71007
(7,6172 +¢3,¢3522)2
v= 853~ 1007 = [1705,6] = 1705.

Tl 1 (7e172)? 1 (6,652%)°
853—1(853)+1007—1(1007) e e e
Pela tabelat, ,_« = fi705,0075 = 196 Decisao (pela regiao de rejeicao):

Logo, R.A.:1-1,96; 1,96[ e R.R.:]—00; —1,96] U [1,96; +co[.

Como teps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, existe evidéncia estatistica de
existe diferenga significativa entre as médias das alturas dos homens e das mulheres.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

b) valorp = 2 x P(T = |topsl) = 2 x P(T > 29,816) = 2 x (1 — P(T < 29,816))
~2x(1-1)=0.

Logo, aos niveis usuais de significancia existe evidéncia de que a média das alturas dos homens difere das
mulheres. Repare-se que o valorp calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS
anteriormente apresentado.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (c): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

c¢) a=05%, u; > uy?

Ho: py < pp vs Hy: iy >
© Hy:pqy — pp < 0ws Hy: pg — pp > 0 (teste unilateral direito).
Estatistica de teste:

Al
> (?1_?2)_(#1_#2)0 ° (n_1+n_2)
Estatistica de Teste: [ ~ Ly, onde v = N —|
sz 82 1 (5_1) 41 (S_z)
ﬁ+é n, — 1\n, n, — 1\n,

Como a estatistica de teste € a mesma da alinea anterior, t,,; = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela tv: 1—a — t1705;0395 = 2,576. R e IR
Logo, R.A.: |—o0; 2,576[ e R.R.: [2,576; +oo]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 0,5%, existe evidéncia estatistica de
gue, em média, os homens sdo mais altos do que as mulheres.
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Exercicio (d): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

d) valorp = P(T = t,ps) =P(T 229816)=1—P(T<29816)~1-1=0
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, i, e u, por x; € X5,
respectivamente, X; — X, = 168,46 — 158,48 > 0 d4d uma proposi¢do verdadeira. Logo,

valor pyni = 5= 0.

A hipétese Hy: puy < 1, € rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 0. Assim, para

qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que em média os homens sdo
mais altos do que as mulheres.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (e): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Ho:py 2 pp vs Hyz iy < iy
© Hy:uy — pp = 0vs Hy: py — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

e) a =2,5%, u, < p?

Estatistica de teste:
2
G

s e X, —X — (U1 — H2)0 - n n
Estatistica de Teste: T=( 1= X) = ~ ty, onde v = 1 T

2 2
s D) vl
S—1+S—2 nl—l(nl) +n2—1 n,

ng Ny
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,; = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela t‘l.?; 1—a — t1705;0.975 = 1;96
Logo, R.A.:]-1,96;+x[ e R.R.:]—; —1,96].

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como typs € R.A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significancia de 2,5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a altura dos homens seja inferior a das mulheres.
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Exercicio (f): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

f) valorp = P(T <t,ps) = P(T <£29,816) = 1.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, y; e u, por x; e X5,
respectivamente, x; —x, = 168,46 — 158,48 > 0 da uma proposicao falsa. Logo,
0

valorp,,; ® 1 — 7= 1.

A hipétese Hy: pq = U, é rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 1. Assim, para qualquer
nivel de significancia sensato/usual (< 10%) nédo existe evidéncia de que em média a altura dos homens seja
inferior a das mulheres.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Exercicio 34




Exercicio 34 c)
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Exercicio 34 c) e d)

v .19.%)
Towmes > = “,w g 10 = 15
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[} b
ﬂ‘fi”_"‘_ 25 4 29.%
My ma § 19

L obss 45\1/ )203@ M%NW%&Ho ao ownd do 0.05.

d, ) O procedimento adotado na alinea b) é mais adequado
porque de acordo com o resultado da alinea a) a

evidéncia empirica suporta a hipétese de igualdade de
variancias.
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Hipoteses do Teste de Hipoteses para p, - b,
(Amostras Emparelhadas)

Considere-se agora o caso em que as duas amostras formam um par de observagdes (X;;; X5;), i =1,..,n,
ou seja, trata-se de uma amostra emparelhada. Os pares de observagdes sdo independentes e retirados de
populagdes Normais, com médias i, e p, e desvios padrdo o, e g,, respectivamente. Neste caso, para testar

aigualdade entre as médias populacionais, as hipéteses a formular sdo:

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipodteses a testar:
Hotpy 2 pup vs Hytpy <y

S Hy:pty —p; 2 0ws

Hipbteses a testar:
Hotpy S pp vs Hytpy > iy
S Hypy —; <0vs

Hipoteses a testar:
Ho: py = pia vs Hyt g # iy

= Hy: iy —; =0vws
Hytpg —pz #0 Hytpg —pz >0 Hyvpg —pz <0
Para realizar o teste pretendido calcular:
= Di=X;—Xy i=1,..m
n n 2
. 5=y1_)—(2=ZE_ Xu N0
i=1 n i=1 T =1 1L
. s2o i (D; — D)? Ou seja, estd-se perante um teste de hipéteses para a média no caso em que a populagdo segue uma
b= L on-1 ’ distribuicdo Normal da qual se desconhece a sua varidncia. Esta situacdo ja foi descrita nos capitulos
anteriores (sec¢do 8.3.2).

Desta forma, as hipdteses a testar podem escritas da seguinte forma:

Hipdteses a testar:
Hy:up 2 0vsHyipp <0

Hipdteses a testar:
Hy:pp <0vsHy:ipp >0

Hipdteses a testar:
Hoy:pup =0ws Hy:up #0
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Um professor de estatistica seleccionou aleatoriamente um grupo de 10 alunos, aprovados na disciplina pelo
regime de frequéncias, tendo registado as suas notas nas frequéncias:

Aluno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10

Ao nivel de significancia de 5% pode afirmar que as notas médias dos alunos na 12 frequéncia sdo superiores
as obtidas na 22 frequéncia? Assuma a Normalidade das notas.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Sejam:
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 12 frequéncia,
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 22 frequéncia,
comX; ~N(uy =7;0,=?)eX, ~N(uy =7?; 0, =7).

Hipoteses:
10 > 2

Ho:py < pp v$.Hy: py > i
S Hp:ipy —py SO0vs. Hytpg —pp >0
como as amostras sdo emparelhadas
© Hy:pp < 0vs.Hy: up > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

200 D—
Estatistica de Teste: T = SD# %ty

Vn

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Aluno (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. (x4;) 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. (x5;) 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10
di = Xq; — X3i 1 -1 -3 -2 0 1 -2 1 -2 0

n=10; d=-0,7 e sz = 1,4944.
—-0,7-0
tobs =~ 2944

V10
Pelatabela t,,—1.1-¢ = tg. 0,95 = 1,833. Logo, R.A.:]—o0; 1,833[ e R.R.:[1,833; +oo|.

= —1,481.

Como t,ps € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia estatistica
de que as notas médias obtidas pelos alunos na 12 frequéncia sejam superiores as da 22 frequéncia.
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36. Levou-se a efeito um estudo de uma amostra casual de 25 familias com o objectivo
de determinar qual a reaccdo dos consumidores a uma série de medidas inseridas nu-
ma campanha de poupanca energética. Foram noticiados e praticados descontos para
certos niveis de redugdo dos consumos. Observaram-se os consumos energéticos das

familias seleccionadas durante dois meses, um antes e outro depois da campanha,
X, e X, respectivamente, e calculou-se a partir dos registos, para cada familia, a
diferenca dos consumos (D = X, — X, ) tendo-se obtido uma diferenga média de 0.2
kWh e um desvio padrio corrigido (s;,) de 1 kWh. Suponha que a quantidade de
energia consumida mensalmente por uma familia segue uma distribuicao normal.

a) Com dimensdo de 0.05, que se pode afirmar sobre o éxito da campanha?

b) Se os valores reportados, diferenca média de 0.2 kWh e desvio padrao corrigido
(s;}) de 1 kWh, se referissem a uma amostra de 225 familias, que pode afirmar
sobre o éxito da campanha? Comente.
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Comentdrio: A dimensdo do teste estd fixa em 0.05 mas a poténcia do
teste aumenta quando se aumenta o tamanho da amostra. Quanto
maior for a poténcia do teste mais provavel é que se rejeite Ho (se a
dimensdo do teste estwer fixa). Qualquer desvio em relagao ao valor
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Teste de Hipoteses para ¢2: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Diferenca de médias

f1 _/?2 (4 — 1)

1 1

_ S'Z
» ~ N(0,1 2 -1
Média o_/\/— ) S/J_ n=1)
(X'_XZ)_(M_#Z)NN({)J) Z:(Xl_Xz)_(‘u'_’uz)ig(y)
oi Lo S¢Sy
m n m n

onde V ¢ o maior inteiro contido em r,

T= m_n ~t(m+n-2) "= Ty (o
(m-1)S\* +(n—-1)S}? s, 2
m+n—2 m—=1\ m n=1{ n
$* _(n-ns”?
Variancia o2 = —~x (n=1)
S o;
Relacdo de variancias F—z”F(’"—l"—l)
2

Variancia corrigida
1 n

-X)




Exercicio:

Considere-se uma amostra de dimensao n =9 e variancia s? = 100.
Realize um Teste de Hipdteses para testar se o desvio padrdo
populacional é superior a 4 para o nivel de significancia a = 1%.




Exercicio: Teste de Hipoteses para o2
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Exercicio: Teste de Hipoteses para o2
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Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

Decisao (pela regiao de rejeicao):

ool Regido de rejeicao RR =[20,09; +oo[

0.99

Decisao:

Rejeita-se HO para a = 1%.

Existe evidéncia estatistica para afirmar
que o desvio padrdo populacional é
superior a 4 para a = 1%.

Co~e € = so>20.09, -5 I ece St~
M“J_e.t’)'caec G&u\e_ o?> | /e,
o= | o

e

Slides Professora Claudia Nunes



Calculo dos Quantis da Distribui¢ao Qui-Quadrado
de Probabilidade 1-a e com n-1g.l."s

Nivel de confianca (1-a=0,99)

04

Nivel de significancia (a=0,01)

Areatotal éigualal

03

O nivel de significancia é o. = 0,01

0.z

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuicéo
Qui-Quadrado de probabilidade 1-a = 0,99
%%0,00:8 = 20,09 (ver tabela)
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Calculo do Valor-p quando a Estatistica de

Teste tem Distribuicao Qui-Quadrado

Decisao (pelo valor-p):

valor-p = P(X2=50) ~ P(X?=26,124) = 0,001
(ver a tabela)

Area total é igual a 1

Decisao:
Rejeita-se HO para a = 1%,
pois valor-p ~ 0,001 <0,01.
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P(X2<5 A

Existe evidéncia estatistica
para afirmar que o desvio
padrdo populacional é
superior a4 paraa = 1%.

|

Valor-p = P(X? 2 50) ~ 0,001

3325 4168 5899 8343 11389 14.684
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Obrigada!
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